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1. はじめに
作）II素閑論は 1児数解析学（古い Ii"い方では位~'I 解析
学）の中の一つの分野であり．ここでいう羽とは多元
閑のことである．多元閑とはベクトル空間であって
梢が定義されていてその利tが双線）利であるものをい
う．またここでいう作/I素とは．ヒルベルト<HIilI・. の
連続な線捌'lj'.像のことである．（これらの正確な定義
は後で述べる．）関数解析学では線型写像を線）利作）I 
索というのが一般的である．すなわち作m索閑とは．
ヒルベルト空間 I・.の連続な線1利作）I索のつくる多Jじ屎
である． （さらに作）I索の収束の議論ができるような
構造を定義する必災がある．）
作用索斑にはフォン ・ノイマン環とc-政じの2種類
があり．この両者の迩いは．位相構造の辿い （大雑把
にいえば環の）じに対する収束のさせ方の方法の辿い）
である．なおフォン ・ノイ マンとは 201仕紀前半から
"'頃に活躍したハンガリー のイi名な数学者の名前であ
り．フォン ・ノイマン瑛を蒋人してその基礎を築いた
人であるこの解説では．位相の定義は述べないが
位111の定義によりフォン ・ ノイマン屈は C—斑である
ことをfi1ilji. に知ることができる．このW(説ではc-絞
について述べる．フォン ・ノイマン政’！はc--屎である
が研究するときには．フォン ・ノイマン屎と C這ー翡't
はテクニックが大きく異なる 作）I索段'tは．数学専攻
であっても大学学部では学ぶ機会がないのでこの/r1芋
説では作）I索耽の碁礎レベルを終えた人なら誰でも
知っているイl名ないくつかの例を通して理工系学部
で微秘分と線煎代数を学んだ学生諸れに.c--環の定
J以稿受付 平成29年9月251
＊システム只H」方碕JI数学科教授
義に馴染んでもらうことを1的とする．
§2ではこの解説を誠むのに必要となる），日本的な
概念の定義をもれなく述べる.§3以降で．定義が述
べられていない （位相に関する）砧(l"J川語が/I',てくる
ところがあるがそこは無視してもらってもあとの
理解に如節はないので気にしないでほしい ;J,~本的な
定義のあと．フォ ン・ノイマン屎と C'ー 印の雛型とも
言えるもので 泣も簡単な例である行列屈と可換な
C—環である 1及l数炭について述べる．行列環は作川索
閑の例としてはri明すぎて数学的には1/i白くないけ
れども.,ri: 淡な例を構成するときや枯礎理論を構築す
るときに利川するので爪災であるまた甚本的な定理
を証lリlなしに述べるがその、意味は分かると息う
§3 では最近の C—環の中心テーマである分類理
論で泊蹄する具体な例のCuntz閑を. §4では.c一
翡iを非叫恕幾何学とみる最近の流行において，iJ要な
役割を呆たす非1]換 トー ラスを述べる.§5では数
理物刑 特に絨了・統計力学の数学的枠組みで重要な役
割を果たす CAR瑛を最後の §6では秤から1作の
研究にC'ー 屎が使われ．群と C'-棗の関係が深いが
それがわかるような例を述べる．
2. 基本概念の定義
通常.I刈数解析学ではベクトル空間といえば．複索
数全体の集合CJ-. で考える．この解説を通してベクト
ル空間ば常にC!・. で考える．また実数全1本の集合を常
に沢で表すものとする．
まず'lj'.f象の定義を復洲する.X, y を 1-1~合とする．
TがXから Yへの写像であるとは.Xの各冗Xに対
して.i・ の）じyをただひとつ対応させる規則であるこ
とをいう．このときT:XE X→ y E yと，I¥:き'yは
ー
y = T(x)と表わされる.yが数の集合であるときは，
特にTのことを関数と呼ぶ任慈の功 -:f.X2に対して，
T(打） -:f. T(. 巧）がいつも成り 立つとき，Tは単射であ
るという．また(T(x)I .r E X} = Yが成り立つとき. T 
は全射であるという，
定義2.1. Xは集合とす る. d : (x. y)E X x X→ 
d(ふ y)ERは1対数で，次の条件(1)-(3)を泌iたすとき，
dをXI・.の距離 (distance.metric)という．
(1) f心のX.y E X に対して.d(x,y);; 0であり，
d(x,y) = 0 <=⇒ .r = y. 
(2) f訟の x,y EXに対して.d(x,y) = d(y,x). 
(3)に 角不等式）任．なの X.y. z E Xに対して．
d(x, z)~d(x,y) + d()•, z). 
距離が与えらえると．集合上で収束の議論ができる．
距離がりえられた染合Xは距離空間 (melricspace) 
と呼ばれる．このよ うに収束とか連続などの議論が
できる構造が与えられた狼合が位相空間である距離
空間は位相空間である．
定義2.2.集合X上に距離dが定義されているとする．
Xの点ダIJ{x,)は.11, 1→ OOとすると，d(x,,x,)→ 0と
なるとき，コーシー列 (Cauchysequence) または基
本列という．距離空1Xの任意のコーシーダljが収束
するとき （すなわち，aEXが存在してd(x,,,a)→
0 (1→ oo)となるとき）.Xは完備 (complele)であ
るという．
ここで1敗梢分の授業で学んだ次の定理を、1はい出そう．
定理2.3.(実数の完備性） Rを実数全体とする．その
とき，
数列 !a,lc良が Rにおいて収束←⇒ Il, I→ 00と
すると,lam —叫→ 0. 
例2.4.良を尖数全体とする.d(x,y) = Ix -ylと定義す
ると，dは区 」この距離になる この距離によ って R
は距離空間であり，定理2.3によって Rは完備である．
C も絶対値で距離空間になり，定理2.3から完備で
あることがわかる実際，Cの完備性は，似索数を実
部と1雑部の和で表し.Rの元備性を使えば簡i,r. に~iE Iリ l
できる．
距離空間は一般に完備とは限らないが距離空Hi!
Xの各コーシー列の極限になる ような，1位を Xに付け
加えることで狛合Xを大きく して完1,mにすること
ができる ． これを X の完備化という．例えば 1~ :) Q 
を有Fil数全体の兆合とする.Qのコーシー 列は， Qの
中では板限をもつとは限らないが，Rの中では収束す
る．しかしその極限は一般に布理数ではない．このと
きQの各コーシー列の極限全体の集合をCとかくと，
2 
これはQを含む集合で， Q=Rとなっている， このQ
がQの完備化である，
C I・. の距離は絶対値でサえるの晋通である，この例
では1・明すぎるのであまり自明でない距離空間の例
を次にあげる．
例2.5.良 つ[a,b] I・. の複索数値連続1月数f(x)全体の
集合を C[a,b]で表す.C[a, b]上でスカラー倍と和を．
c EC, f(x),g(x) E Cla,b]に対して ．
(cf)(x) = cf(x), (f + g)(x) = f(x) + g(x) 
と定義すると.c/ECJa,bl, J+gEC[a,blとなり．
C[a,bJはC上の（無限次元）ベクトル空間になるこ
のとき
1/1 = sup lf(x)I (= max 1/(x)I) 
a;,、,;,b a;,、•砂
と定義すると （このI・Iは一様収束ノルムとよばれる）．
(1)任意の fE C[a,b] に対して 11/11~O であ り ． も
し1/1= Oならばf=0, 
(2)任なの cEC,.「ECra,blに対して lcfl= lcl・lfl, 
(3)任江の f,gEC[a,b]に対して lf+ gll~ llfll + lgll 
ヵ汀戊り立つ.C[a,b」．．の距離 cl(・,・)をd(f,g) = I! -gll 
で定義することができる こうして C[a,b]は距離空
11になる．実際 d(f,g)が距離になっているのは.:l 
I・. の絶対値の楊合と 1ヽiJ様にして．簡単に確かめること
ができる．さらに cra,blが完備であることを示すの
は難しくない
この例の一様収束ノルムを抽象化して次の概念が禅
入される．
定義2.6.XをC上のペクトル空間とする. XIこの関
数 1・1:X→ 只が次の条件(1)-(3)を満たすとき．
I・IをXのノルム (norm)という．
(1)(正値性）任意の.rEXに対して.llxll~ O であり ．
さらに lxl= o (=⇒、r= 0. 
(2)(同次性）任邸の CEC,、1,EXに対して
lie.xi = lcl・1.rl-
(3) (三角不等式）1i: 慈のふ）1EXに対して．
1.r + YII ~llxll + lyl-
また点XEXに対して.lxlをXのノルムという．
定義2.7. ノルムが定義されたベクトル空間をノルム
空間 (normedspace)という．一般にノルム空間は
無限次元のベクトル窄1/IJである．
Xがノルム空間であるとき.Xにd(x,y) = lx -yl 
で距離がi釦義できる．この距離でXは距離窄1/IJになる．
Xがこの距離で完備であるとき.Xはパナッハ空間
(Banach space)であるという． 例2.5の Cla,b]はバ
ナッハ空間である．
定義2.8.XをC.1・.のベクトル空間とする(・,・)がXの
内栢 (innerproduct)であるとは.iJ: 紅；のx.yに対
して複索数値 Cr.y) が定まり ．次の条件 (1)-(3) 
が成り立つことである．
(1) (正値性）任滋の .rE X に対して (x,x)~ 0 であ
り． さらに(x,x) = 0¢: ⇒ X = 0.
(2) (共役対称性）任慈の x.yEXに対して
(x,y) =石百．
(3) (準双線型性）任邸の x,yEXに対して (x.y)は．
Xについて線型 (yについては共役線WI)である．
ベクトル空間に内梢が定義されると． ノルムが定
義できる．
定義2.9. ベクトル空間Xに内桔（・，・）が定義されてい
るとき.!!xii= (x, ふ (xEX)でノルム I・I が定義で
きる．このノルムで X上に定義された距離に関して
Xが完備になるとき.Xはヒルベル ト空間 (1-lilbcrl
space)であるという． ヒルベル ト空間はバナッハ空
!Ilである．
定義2.10.X. Yをベクトル窄1/Jとする.Xから Yへ
の線型写像 Tを線型作用索 (linearoperator)という．
すなわち .Tは
T(cx) = cT(x), T(x + y)=T(x) + T(>,) (c EC, .r,y EX) 
を満たす'Iチ像である. I対数解析学の通常の・『tや／にした
がって..rの像 T(x)を混乱の生じない限り．今後は．
Txと魯くことにする．
Aを集合とする.A I・. の演算とは． 染介の1'(,fj'tA
XAから Aへの吋像のことである.f: AX A 3 (x,y) 
→ ZEAが写像であるとき.z =J(x. y) を辿'ii\•.\" O Yま
たはX*Yとかxyで表すここではxyをJIJいること
にする.xyをXとyの和 という．この表記を川いると．
もし浙符が結合法l!IJ/(I(ふy),z) = /(ふf()1,z))をみ
たすとき．これは (xy)z= x(yz)と科けて視槌的にも
わかりやすい．複数の柑尊かをITJ時に扱う場合．混乱が
生じないかぎり.if狩Jが異なっていても.I (.r. y)を
表すのに同じ、ryを使うことに注意する．また一般に
、i:y*四であるが f:.近の 、r,yEAに対 して、¥:)'=yxが
成り立つとき.Aは可換であるという．
定義2.11.ベクトル空1¥JAI・. で秘が定義されていて．
cEC,x,y,zEAに対して．
(cx)y=x(cy) = c(砂），
(x + y)z = xy + yz, 
x(y + z)=xy + xz 
が成り立つとき.AはC Lの多元環 (algebra)である
という.frill素閑では．結合法則(xy)z=x(y;:)を満た
すことを仮定する.rlは梢に関して可換であるとき
Aは可換環 (abelianalgebra)という．上の 3つの式
が成り立つことが s Iの中でCr.y)→ xyが双線型と
いった、1,訊味である.Aのある元 1が. f:、1,はのxEA
に対して Lr= .rl = . し．を満たすとき. 1を Wtに関
する）単位元 (idenlily)という ．ここでは単．位元の
イ［在を仮定しないことにする．この解説では．考えて
いる多冗環の単位冗を （もし存在するなら） 1で‘常に
表わすことにする．
ここで C—環の定義をりi- える ．
定義2.12.AをC」．．の多冗屎とする.rlの共役線型写
像＊ ：．し:EA→バ EAは，次の条件(1)-(2)を渦たす
とき．対合 (invol ut.ion.*-opera tion)という． ここで
Jし：1父和iと利とは.(ax+ by)拿＝訟＋恥 (a,bE C,x,y 
EA)のことである．
(l)f:.,j: の、rEAに対して.(x')* =ぶ
(2)1fl江の x,yEAに対 して.(xy)* = >i-パ
Aが対合をもつとき. Aは・-環という．
定義2.13. A を C 」—．の·-環とする . Aがバナッハ空間で．
l[xyll~ 11.rll· IIYII, lx'I = lxl (x,y EA)を満たすとき.A
をパナッハ ·—環 (Banach'-algebra) という ． バナッ
ハ・ 環ーAが単位元］をもっときは.111= Iを仮定する．
さらにバナッハ＊ 斑ーAの対合がlx'xl= lxlド(xEA) 
をみたすとき .A を C'— 環 (C'-algebra) という ．
lxハ・1= lxlドは C"一条件と 呼ばれる． また C—条件を
満たすノルムを C ノールムという．
今後は常に C"-J.;Jの本ベクトルは 0で梢に関す
る単位）じは 1で表すことを北えていてほしい．
C 翡ー1Aのベク トル部分<i1;11 BがAの秘と対合で
C'ー 屈になるとき.BをAの C'一部分屎という.sを
Aの部分Uと合とする.sを含むAの C'-存I分我tの中
で蔽小のものを.s で生成された C— 斑という これ
は S を含む A のすべての C—環部分閑の共辿集合といっ
ても同じである
定義2.14.AをC屯ー 炭とする.Aのc・一部分斑Iに対
して XEA,y E /ならばxyE l,yx E /が成り立つとき．
［を Aのイデアル (ideal)という．
AをC'-)3;1とするとき.Aは少なくとも 2つの自明
なイデアル(0}とAをもつ.C'-現Aが自明なイデア
ル以外のイデアルをもたないとき Aは単純 (simple)
であると いう. J札純な C'-J3;! は重要である実際.Jぶ
) IJ 1-. 現れる多くの C'ー 屎は単純珠であることが多い．
イメ ージ的には.C'— 炭の積に関して非可換性が強け
れば強いほど C'ー 屎のイ デアルの数は少なくなる
逆説的にいえば C'-X虹が可換閑に近ければイデアル
が多 くなるというイメ ージである．
例2.15.(行列環）I個の成分が複索数であるような
ベク トル全休のなすベク トル空間をIC"で表わす書こ
れはC I・.の I次元のベク トル空間である．成分が複索
数の II欠i'E方行列は.IC"上の線型変換をりえる．そ
のような 1次正方行列令体を M,,(C)で表す．線型代
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数の授菜で学んだよう に通常の行列の和とスカラー
倍（複索数倍）で M,,(C)はベクトル窄IJである．
さらに行列の秘が定義されていてその秘も I 次.JI:
)i行列である．このとき M,,(C)3 x,y,z,C 3 aに対して．
(ax)y = x(ay) = a(xy). 
(x + y)z =入1'+yz, 
心.+ z) = .¥)'+ .rこ
が成り立つ．こうして M,,(C)は．行列の手I.スカラー倍
秘で多 Jじ~!になっている. C"上の複索数値内枯（• ， ・）
を.f: 訟のq=(ふ ，令，•．．，品）， 17= (17'T/2, ...'17,) E C" 
に対して ．
??
?
?
―??，??? 、 ?
i=I 
で定義する．このとき IC"のノルムが内梢（・，・）によっ
て 1§1= {(乞百で定義される.lxl = sup(II、r§II§EC", 
11§11~ I I とおくと. lxlはM11(C)上でノルムの条件を満
たすこれを Xの作用素ノルム (operatornorm) と
いうこのノルムで Mn(IC)は完備であることがぷせる．
すなわち M11(C) はバナッハ空間である ． 線I\~代数で芹
んだ行列 Xの随伴行列.I・＊は.(x§, I]) = (ふぷI])を満たす
ことを思い出そう．このとき．写像 *:XEA→．ぐ EA
は次の‘性質を もつことが容易に わかる.f、なの
ふ）1EA,a,bECに対して．
(ax+ by)● ＝訟＋恥（共役線型It), (x')'= x, 
(xy)'=l-ぐ．
ここで爪災なのはlx'.rl= lxll2が成りヽ・,:つことである．
（証明は難しくないので卯味のある）jはトライしてほ
しい．）こうして M11(C)はc-mになる．
例2.16.Hをヒルベルト空間とする..rをIIから H
への辿統な線製作用素とする．ここで Xが連続である
とは.1§1―どI→ 0ならば.lx§" -x§II→ 0がいつ
も成り立つことである．このとき,Xの作用素ノルム
をlxl= sup{I埒II§e <C", 11§11 ~ I Iで定義する．ここ
で lxl< ooとなることと.Xが辿紐であることが1け］
値であることを注慈してお<.lxllはノルムの条件を
泌たす.B(H)でH上の述続な線）¥1作川索令体を表す
と．作川索ノルムで B(H)はパナッハ窄1/:Jになる． （証
明は難しくない．）写像の合成でfitが定義できて.B
(fl)は多元巧になる..r E B(H)の対介X・は．
(.r§, I]) = (5ぷ17) (x E B(H), 5,17 E H) 
で定義されるこのとき Cー 条件 II入:•xii= lxl2を沿iた
すことは行列環の場合と同様である．こうしてB(J-1)
はC'-段tになる．これは非可換である．もしHが1
次元ならば.B(I-1)はM1(1C)である．
ここであとで出て くる作川索の定義をりえておく ．
I E 8( /-/) は 11•11 = lをみたすとき等距離作用蒸
(isometry)という．これはlu§I= 1§11 (qE H)と1,iJ
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値である．さらにuが 1'u= 1111• = 1をみたすならば．
ユニタリ作用禁 (unitary)という．これは等距離作
JI! 索が令射であるということである．
参考のためにフォン ・ノイマン屎の定義を述べる．
定義は代数的に定義する）j法位相(Iりに定義する）j法
バナッハ窄Il!的に定義する方法がある． ここでは代数
的な定義を述べる.B(H)でヒルベル ト空IIIJHI・. の述
統な線型作JI]索全体を表す.B(H)の部分染合Mに対
して．
M'= { X E B(H) I fモ意の yEM 対して xy= yx l 
とお<.Mが・ー 閑で(M )'=Mをみたすとき.illをフォ
ン ・ノイマン環(vonNeumann algebra)という．フォ
ン・ノイマン以;tMがB(H)においてノ ルム位相で完
備であることはすぐわかるので.M は C—殷にな っ
ている.B(H)がフォン ・ノイマ ン環であることが定
義よりすぐわかる. (B(H)'= C・1に注烈せよ.)B(H) 
は C'— 閑としてはりt純でないがフォン ・ ノイマン閑
としてはりt純である．これは. lの定義からはわから
ないが． （必t-1の辿いが実は原因になっている．
定義2.17.A. Bは・ー肉とする.Aか らBへの'1If俊
冗が CE IC. X. y E .-¥に対して ．
万(ex)= rn(x), ,r(x + y) = ,r(x) + 1r(y), 
汀(xy)=万(x),r(y), ,r(x') =万(.、r)'
を満たすとき. r は準同型写像 (homomorphism)
であるという.A. B が C'- 閑ならば II万(、r)II~ llx ll
が成り立つことが知られている．こ れより C—環の
準同型写像冗は辿続である．
また準ji]I印j'.像が全射かつりi_射であるとき 同型写
像 (isomorphism)であるという.Aから Bへの同型
写像がイヂ在するとき.AとBは同型 (isomorphic)
であるという.j,i]J¥'! である Cー棗は C—閑として実質
的にj,-;Jじものである．
準j,iJt¥(!'lj'.(知は lln(x)II~llxll だから . C'ー 猿の!IllO) 
1,;J型写像はノルムを保存することが容易にわかる （すな
わち ln(x)I= Jlxlが成り立つ）．これは代数的な条件
だけから距離空間として同じである ことを慈味する．
これは誘くぺきことである． ）ー}. フォン ・ノイマン
閑では． 代数的に Jii]型ならばC—閑として同型である
がフォン ・ノイマン閑として同型であるとは限らな
いこ とを注慈しておく．フォン ・ノイマン環は．定義
よりヒルベルト窄1/IJ上の作JI]索の多元閑であるが．
C—閑もそうな っていることが次の有名な定狸より
わかる．
定理2.18.(ゲルファント・ナイマルクの定理）Aを
C'-ぷ1とする．そのとき．あるヒルベルト窄ll!Hと
Aから B(IJ)へのりt射な準IT]J¥虹写像冗が存在する．す
なわちA と冗(A)はC'-閑として同型である．
行列現は有限次九で凩純であるが 一般に布限次jじ
C—稔tは次の定理よりその構造がわかる ．
定理2.19.c-氏IAが布限次元ならば Aは
M,,1 (IC) EB M,, (IC) EB・・.EB M,l(IC)とJ,iJ邸である．すな
わちAの元は行列炭 M,『,(C)(i = I, 2, ・ ・ ・, k)と1叩
なAのイデアルの元の和で一意的に表される．
次に可換な c-f.J;! の例を述べる．
例2.20.良 I・の複索数値述続l¼J数f は. f_,: 江の f,> 0 
に対して{xE R I lf(x)I~ 司が Rの ,•,':j 々イi限個の有
界1がJI区間の和集合になるとき fは無限遠点で消える
(vanishing at infinity)という． この条件は，iい換え
れば・x岬!_,f(x)= 0という ことである．無l麟 、しりで梢
える R の上の連続関数全体を Co(J.)で表す.Co(R) 
上にスカラー倍和．梢を.,l E C, /, g E Co(:i)に対して
(;lj)(x) = Af(x), 
(J + g)(x) = f(x) + g(x), 
(Jg)(、,)= f(x)g(x) 
で定義すると.Co(良）はCl・.の多元J;'lになる．対合は
． 「(x)= .f(x)で定義できる．さらにノルムを1/lo= 
sup{ 1/(x) I x E R Iで定義すると．バナッハ空間にな
る.c-条件は明らかに満たすから.Co(R)は (Ip.位
元をもたない）1f換なc・ー閑になる．
この例では R I・.の中垢索数値連続関数を考えたが． 洞
察力を働かすと，1及l数が定義されている窄間は Rで
なくてもよいことが容易に想像できる.'k際位相空
間Q上の複索数値でイi界辿続関数を考えて. I・. の例と
同様の設定を考えると可換な C—氏1 corn)が得られ
る 特に位tl空間Qとしては．局｝折コンパク ト・ ハウ
スドルフ空間とよばれるものを考えると都合がよい
関数が定義されている空llJQがコンパクトとよばれる
ものであれば． ＂［換な C・ー 屎 C。(Q)はlji.位．）じをもつ．
この楊合は.c。(Q)はQ上の辿続関数令休である こ
とを注慈しておく ．いくつかの定義は述べなかったが
まとめると
例2.21. もしQをコンパクト ・ハウスドルフ空間なら
ば C。(Q)はQの Lの連続1月数全休になる． このと
きC。(Q)の代わりに C(Q)で表す.C'-Jぶ1C(Q)は任
:0: の定数関数を含むことに注訟する.qyに定数1見l数
f (w) = 1は梢に関するり1位元になる．例えば．例2.5
のバナッハ空間 C[a,b]において.IYJ数の積と対合を
例2.20において定義したものと 1,J様に定義すると．
C[a,h]は c-珠になる．ここ で実は．イi界 1月1凶lJ
[a, b]はコンパクト ・ハウスドルフ空間になっている．
実はこの逆も成り立つ．すなわち次の定則が成り立
つ．
定理2.22. (ゲルフ ァン トの定理）Aを1f換な c-J.;t 
とする．そのとき Aは適当な空lllJQをうまく選ぶと．
c-mA はら(Q) と jfijJf,~である，
ここでいう適‘りな空間 Q とは， i・: 確には局所コン
パク ト・ハウス ドルフ空間とよばれる1立相空間であ
る-C/ Q)のJじである1m数は，空間のはるか遠方で
0に限りなく近づくような連続な似索数1.iI関数であ
るもし Aがりl.位元をもつなら.Q はコンパク ト・
ハウスドルフといわれる空間である．
3. Cuntz環（クンツ環）
定義3.1..f!rJH次元ヒルベル ト窄間において，
I こS;s;= I (*) 
i=I 
を満たす I個の等距離作川索(s1,s2, ・ ・ ・, s,)によって
生成される C—環を Cuntz 環 (Cunl.z algebra)といい．
0, で表すここでJIは00でもよい．（＊）における和は．
ll(I:~1 S; 刃ー I),;I= 0 (q E H)で走義している．
1 = 00の場合交換関係 （＊）はイ翌が式
? ??． ． ?????
?
?
を1Jいることが多いが本質的な述いはない．この定
義では,01は I/1,~, の等距離作）IJ索に依イy.しているが
実は次の定郎より依存しないことがわかる．
定理3.2. (,;,)の関係式を満たす ）,1枢1の等距離作用索
lsr,. ゞ2,'", S11 }によって生成される C—閑を A とし同
様の関係式を満たす I個の等距離作川索(「I,12,'・ ・, I,} 
によって1.1・：成されるc:-I.liをBとする．そのとき Aか
らBの I・.への同應り将ばで.7r(ふ）= I; (i= l,2,・・ ,n) 
を満たすものがイf在する．
この定理から容易に次の系を得る．証明は易しい．
系3.3.Cunlz翡to,は単純である．
C— 税の自山罰闘l房:像全体を具休的に知ることは
一般には難しいが o"については次のようにわかる．
実際.011のi'I己i¥し同型写像汀と 011のユニタリ uが次
のように対応している．
定理3.4.Cuntz環 o"の日己準j,;J利‘り作ばと o"のユ
ニタリ Iは．次の式で1対 1に対応する ：
万(s;)= usj, j = I, 2,・ ・ ・,n; 
I 
u=こ凧）り・
j=I 
C—環のあるクラス (IE確には．純粋J!!f,1恨で単位）じ
をもち．＂［分 .l札純 ・ 核型であるような C—肉のク
ラス）の分類が 1990年代に KK狸論を使って完成し
たがそのとき爪要な役割を呆たしたのが Cuntz珠
であった
?
4. 非可換 トー ラス
0を実数のパラメータとするとき．ヒルベルト空間
H上の2つの線型作川索 l. Vが次の非本関係式
I・し1= uu• = I, v'v = vv' = l, 11 = e2ni0v1 
を満たすと仮定する． ここで1ば恒等写像(・恒等作）1 
索）を表す. I・. の関係の蔽初の2つの式は l. Vがユ
ニタリ作）l索であること を示している．
定義4.1. Ii. Vで11c成される c-l,~'l を 1n11lit; 2冗Oをも
つ非可換トーラス (non-commutativetwo Lorus)と
いい.Aoで表す特に 0が無理数のときは．．九 は無
理数回転環 (irrationalrotation algebra)と呼ばれる．
この定義における Ii, V で生成される C—環の慈味
であるが数学的に正確に述べると （定義は少しレベ
ルが翡いので省略するが） Ii. Vで生成される将遍性
と呼ばれる性質をもつC—環のことであるここで「-;":­
逼性をもつ」の紅味は．上の基本関係式をもつ II. I 
で生成される C—閑のうちで． 披大の C—屎というこ
とである．すなわち.A。から同 じ基本関係式をもつ
2つのユニタリで生成される c-閑への全射準ITJif,fけ
像が存在するということである．しかし0が無則数な
らば．次の定理が成り立つ
定理4.2. 0が無JI¥数である ことと.,-1 lがり1純である
こと は同値である．
この定埋より， 0 が無理数であるとき ， ,!,~41関係式
をもつ 2 つのユニタリで生成される C—政(はすべて IITJ
型であることがわかる こう してA。としては具体的
な (11¥j題に応じて分かりやすい）ヒルベル ト窄Il!I・. の
2つのユニタリで）上本関係式を満たすものを選べばよ
い．そんな）炉本関係式を満たす2つのユニタリの組は
たくさんある．
0はイi理数の楊合より無理数の場合が応）If I・. 屯吸で
ある．今後ば常に 0は無埋 数と仮定する，
ここで具体的に基本関係式を協たす2つのユニタリ
1/, Vを構成してみよう
+oo 
ヒルベルト空間として在(Z)= {(g,),EZ I〉及祖<oo} 
1=-00 
を考える．ここで (f,)祖 zは複素数の数列であり．通
＇常の数列の和とスカラー倍で t2(Z)はペクトル空間に
+oo 
なる.,1、mtを((q,.)l(q、,）= I g,.ry; で定義すると．
11=-00 
e2(Z)はヒルベル ト空間になる．ここ で~ft移作JI!索 I
と掛け符作川索 vは．任送の (q,.)1EZEだ(Z)に対して
v(ふ）= (q,.-1), u(q,.) = (e2"ilq,.) 
で定義される．すぐわかるようにこれらはユニタリ
作Jl索であって．
6 
//¥I = e2,ri0 V// 
を沿iたすことは柑jljiな，n符で分かる．
.-1をc--mとする．このとき線型写i象<p:A→ Cが
任意の XE_,-\ に対して <p(入→） ~ o を満たすとき . <pを
正の線型汎関数 (positivelinear functional)である
という.i: の線型汎関数は連続であることが知られて
いる．（証明は難しくない．）さらに任慈の .r.-"E A 
に対して<p(、ry)=孤yx)をみたすとき.<pを（布限） ト
レイス (trace)であるという．もし正の線型汎関数
のノルムが1であるとき.<pは状態 (state)である
という．作）TI索閑，；命では． トレイスは非常に重要で必
ずしも存在するわけではないがもし存在すればトレ
イスは非常に強力な逍具である． トレイスは作川索
環では常にf1t分ような役',1/1]を果たすので．その1Ti：災性
が椎測されるであろう ．よって作）IJ素閑論ではトレイ
スの存在が重要なll題になる.II X JIの行列閑の楊介
は トレイス状態てはただひとつ存在するすなわち
Tは行列の対角成分の和を Iで;1]ったものであるこ
とが証明できる．尖l祭．）＄学1年レペルの線殷代数で
簡単に証明できる．また Cuntz閑にはトレイス状態
が存在しないことが知られている．
定理4.3. 0が無逍！数であることと.A。がただひとつ
のトレイス状態 Tをもつことは同値である．
ここでAoの同刑について次の問題を考える．「0.
゜，を無J:11¥数とする．そのとき A。と,-¥I.はいつlfiJJf;'! 
になるか？ 」これに対する解答は完全に分かっていて
次の定理が成り立つ．
定理4.4.0 < 0 < I, 0 < 0'< Iを無理数とする.Au 
とA。．が同塑であるための必吸十分条件は e= 0'ま
たは 0+0'=Iが成りヽ佐つことである．
あらゆる数学のJI!¥論には同値関係という 2項関係
がいろいろあるもちろん2つの数学的対称物がli,J型
であるというのもl,iJ値l刈係である．作用素屎論でも何
種類かのjfi]f直関係を考えるがそのうち最も重要なも
のに森HIlriJ値という l•iJ 値 l¼l係がある . AoとAirが
いつ森Il同値になるかという問題を考えることは1―'I然
である．これについても次の定理が成り立つことが知
られている．
定理4.5.0,0'を無理数とする.,--\ 。 と A 。• が森III r,iJイ1/iで
a0+b 
あるための必要卜分条件は0'=―ーーを満たす成分が
c0+d 
a b 
整数の正l!IJ行列 （ ）が1{在することである．
C d 
A。は定義から．見かけ 卜は簡単なモデルであるが
トーラスの非可換化したものとみることができて非
叫剣微分幾何の）騒礎慨念である微分構造．接続.11率
などを理解したり．・1980年代から脚光を浴びている現
代幾何学におけるゲージJ1l論を非可換化 した非可換
ゲージJ!I¥,l合でも.A。は巫要なモデルになっている．
また物Fi!学における批rホール効呆などの説明にj1'(接
利）lされたり ．近年流行の超弦理論にも現れたりして．
数則物理の多くの楊J(iに現れる重要な例である.Aり
の爪要な結呆に限っても．本にまとめると少なくとも
数百ページくらいにはなるであろう．なお0が1茂I[数
の楊合の A。の専1n1:=はすでに存在する．
Aoをなぜ非可換トーラスと呼ぶのかを考えるため
に.0 = 0の場合を考えてみよう.1'= (z E C I lzl = I l 
とする.1'2を2次几トーラス．これは図形としては．
イメージ的に穴が一つの浮き袋あるいはドーナッツで
あることに注意しておく ．このとき 1'2I・. の辿命'cl½J数
のつくる Cー環 C(1'りを考える.1, v E cnrりを
1(2, w) = z, v(z, w) =w (z, w) E守）で定義する.I. V 
は C(1戸）において．ユニタ リであることが簡jljiに示
せる. II. Vの固有値の集合はともに Tであることも
簡単にわかる．さらに /IV= Vllがなりたつ． （これも
fil lji.) このとき I,V で生成される A 。 は C— 塚
C(1戸）になる．（これをポすのは簡ilji. ではない）すな
わち O=Oの場合のAoは.1]換なC・ー環 C(1内である．
0キ 0の楊合は.A。は非1f換で仮想的なfHI空間上
の関数閑とみなして非1J換トーラスと呼んでいる
参考のために0が布刑数である場合を述べると．こ
のときのAuは節質c・— 環とよばれるものでその定
義は．すべての肌約lx:視の次元が等しいC--J沿iである．
等質 C— 閑は ． 非'/1\·に扱いやすく分かりやすいc:-m
である．
5. CAR環（フェルミオン環）
ノルムが1でI(.いに直父する可筍個の），悼底u;,1をも
つ無限次｝じヒルベルト窄1/¥JをHで表す．
線）利写像a:H 3f→ a(f) E B(H) が
a(f)a(g) + a(g)a(f) = 0, 
a(f)* a(g) + a(g)* a(f) = (f, g)・I 
を渦たすとするここで (J.g)は内梢で 1ば恒等
'lj'.(象である． この関係式を正準反交換関係 (canonical
ami-commutation relation)と呼んでいる. B(/-/)に
おいて {a(f)I J EH}で生成される C'一翡Iを 1l(H)で
表わす．これをCAR環またはフェルミオン環(rermion
algebra)という. CAR環は名のとおり．物珊学の絨
f論 に登楊するフェルミ粒チの生成梢滅wr多?:rから生
成されるC 棗ーである．
1E規直交枯底{J,」に対して ．
1-I 
Vo = I, v1 = n (I -2a(f;)* a(f;) 
i=I 
e『;)= a(.!;,)a(,(,,)', e¥度=a(j;,)v,, 
吟:;>= a(.f;.)*v1, e塁=a(f,)* a(J,) 
とおく．各 Iに対して.leり厨；.j~2 は 2 X 2の行列斑
Mいを11:.1成する.1F確にはそれら生）成元は行列り1位で
00 
ある．ここで交換関係を使って計筍：すると し）M~'> 
1=! 
が'1(/-)を牛成することをホせる．一方Il'FIならば．
砂Il)の九と Mt>の元は冗いに可換であるから.'l!(H)
は (Mり),の無限テン‘ノル秘と1,ij型になることがわか
る.u輝lは難しし¥.)
参考のために 'll(/-)の異なる表し）jを述べる．
応 (C)を2"次正方行列の行列閑とする．いまりt射準同
印灌
加 ：x E M2,(C)→ xtBx= (~ ~) E M2,,. ,(q 
を名え．厄(M2,,(C))と M2. (C)とを lt;J ・視して
M2 . (C) c M2,+1(C)と考える．こうして次の坪汰列
M2(C) C M22(C) C・ ・ ・C M2n(C) C M2n•I (IC) C・ ・ ・ 
00 
を得る．さらにし）M2,(<C)上には.M2.(<C)から誘森さ
1=! 
00 
れるノルムが足義される，このノルムでuM2,,(C)を
1=1 
完1,m化すると.W(H)が得られる．これは{(M2n(C),加）），1
の1-,1i納極限と呼ばれるものになっている．上で述べた
ことから．これは uf符無限個の 2次の行列炭M2(C)
の無限テンソル梢と,ijJ\~ になっている．この例のよう
に行列屎の帰納極限またはこれの異なる表現である
(l,iJじサイズとは限らない） .1!1f, 限個の行列珠の無限テ
ンソルfl'は. UHF環 (uniformlyhyperfinile algebra) 
とよばれていて.c--環の重要なクラスを構成してい
る ． 数狸物理で現れる C— 翡'iは ． このクラスが多いこ
とが知られている．
Ci¥ I'? IJ;iの庫要性を述べるために．少し1椛史の話を
しよう．フォン ・ノイマン環には.I J_¥t l J¥t II型
の3つの型があるこ とがフォン ・ノイマンによって示
された.f:、なのフ ォン ・ノイマン珠が． このどれかの
邸になるとは限らないがり1純なフォン ・ノイマン珠
（これは通常.I人1-():J;'iとよばれている）ならばこの
3つのどれかの型になることが知られている． 一般に
は．任意のフォン ・ノイマン棗は.l WI. 1吼 II型
のフォ ン・ノイマン斑の直和になることが知られてい
る．さらにも っと細かく分けることも可能であるが
必製ないのでこれ以 卜は述べない さて.I型フォン ・
7 
ノイマン屎は．作）I索閑としては白明なもので．例え
ばI型の因子森は.B(JJ)であることがわかっており．
人して而白くない.n1利のフォン ・ノイマン屎は．
1 }利でな<+ 00も値として，i'1:す トレイスをもつものと
定義される.II捌フォン ・ノイマン閑は.I型フォン ・
ノイマン閑と I型フォン ・ノイマン閑以外のもので
ある． トレイスの値が常に布限である I捌フ ォン・
ノイマン閑は．フォン・ノイマンがユートピアと考え
ていたものである．それに比べ Il型フォン ・ノイ
マンmは当初から病的なフォン ・ノイマン閑と思われ
ていた実際非常に扱いにく<.II型フォン ・ノ
イマン探が存在するかどうかも問題であった そこで
フォン ・ ノイマンは．実際に lJII\~フォン ・ノイマン
環の例を一つ構成して兄せた．続いて1956年に. L. 
Pukanszkyが2個めの例を. 1963年に].T. Schwartz 
が 31IA1めの例を見つけたそして1967年に衝幣的な']~
件が起こったこの年以前は.h. いに同型でない Il
J\~ フォン ・ノイマンmは 3個しかなかったが
Princeton大学の物理学の大学院生であ ったR.
Powersが互いに圃型でないJI,1J切：1無限個の IlI籾
lkl f閑を構成して見せた．このとき使ったのがCAR
屎であった．この辺の様 （を簡lji.に定義なしに述べる
と.CAR閑の理論で｛要なものに．準自由状態とよ
ばれる状態がある.CAR :5;1 lf(H)からヒルベルト空
IIHH上の作用索取B(H)の中への1,;J型写i象冗を準i'I1 
状態から構成する）j法があるこのとき特殊な準H
IL状態を使って穴(lf(H))で生成されるフォ ン・ ノイマ
ン閑（万(l[(H))"が II朋lkf・閑になる．実数},で媒
介変数表示された都合のよい準l亡II 状態を使って.I(. 
いにl/iJ型でない非Ti]符個のIII¥卵伏l了・環1r,i(ll(H、1))"が
得られる．（ただし．これらの証明は難しい ）このこ
とから CARfiの理論の屯要性が1ftil[jできると息う．
CAR:J;lは．これ以前は数理物理の専門家の間では．
場の批了論のモデルとして現れてよく知られていた
がこの事件以降 CAR閑の爪要性とイ1JTJ性がクロー
ズアップされた．
6. 群c・— 環
群が与えられると ． 群 c-- m と 呼ばれる C—閑が構
成できる．まず群の定義を述べる．
定義6.1. Cを秘 （演符）0が定義された狛合とする．
Gが次の条件(1)-(3)をみたすとき.Gは梢 0 に関し
て群 (group)であるという．
(l) (結合法 則 ）任意の .r,y,z ECに対して．
(x o y) o z = x o (y oz)が成り立つ．
(2) (単位元の存在）あるeECが存在して f、店の
xEGに対して eo.r=xoe=xが成り立．つ．
eを単位元 (identity)という．
(3) (逆元の存在） 各 xEC に対してある）• E C が
ィf在して、~oy=yox=e が成り立つ．このとき y を
x'で表わし．、rの逆元 (inverseelement)という．
Gの部分集合HがGの秘で1作になるとき.HをGの
名I分群という.sをGの部分集合とする.sを含む G
の部分群の中で蚊小のものを Sで生成された群とい
うこれはSを含むGのすべての部分群の共通狛合と
いっても同じである．
群の!f,[も前i弔な例の一つは．照数全体Zに通常の足
し籾＋でi.t鉢を定義したものである．この場合 ，j'i. 
位元は 0であり.I EZの逆;cはー Iである．これら
は前jlji.なので確認してほしい．この例は簡単すぎてw
明すぎて）．群の、味がわかりづらいかもしれない．
もう少し 1月明でない屯災な例をあげる．
行列の成分がすべて実数であるような 2次の正）j行
列でその行列式が 1であるようなもの全体を
SL(2良）で表し.iv噂を通常の行列の梢で定義すると．
SL(2, R)は群になる．単位）じはり1.位行列で．逆行列が
逆元になる.SL(2,R)がf料こなっていることは容易に
確認できるので トライしてほしい実は．こ の
SL(2,R)は．リー群と呼ばれるものの例の一つであり
SL(2, R)の部分群である SL(2,Z)(すべての成分が腋
数である行列全体）とともに数学の至るとところに
現れる最も直要な群である．
群から C—閑が構成されるがその構成は群のユニ
タリ表現と c-玖！の表現が 1対 ］に自然な形で対応
するという慈味においてi'I然なものである．より一般
に.(k: 不変な）ハールil!IJ:itがイ確するような （／作の
梢と逆元をとる油坑がともに辿続な）群なら.c-政l
が構成できるが ここでは特殊な群に限定して述べる．
Gを可符個の元からなる群と仮定する （すなわちur
り雛散群．）それゆえ C= (1,,12, ・ ・ ・,1. ・ ・ ・)と表す
ことができる./J=l. 2に対して．集合 [P(C)を
爪C)=
00 
If I l:¥J数.f:C→ Cは こ lf(t;)I"< 00を滴たす）
,=I 
と定義する．このとき [P(C)はベクトル空間になる．
さらに 11,= (江:I lf(t;)I") pでノルムが定義できて．
[P(G)はバナ ッハ空1/IJになる．これは自明ではないが
証明は省略する．また j)= 2の場合
00 
u1g) = I 1er;)応で内秘 (.I .)が定義できて実は
1=1 
秒(C)はノ ルムl.fl2= Uげ）！でヒルベルト空間である．
Gから e2(C)上の連続な線）\~ 作）Tl索全体B(在(G)へ
の'!//象入を
(,l.f)(!) = j(s―1). (s.1 EC, f Eだ(G))
?
で定義する．このとき心＝ふふ，I心fib=1/1'2が成
り立つ．すなわち各）'、はユニタリ作）IJ索であって
入は Gから B(在(C))への （／作として） ＼罰l阻！写像で．
ユニタリ表現 (unitaryrepresenlat.ion)と呼ばれる
ものである．これはGの左正則表現 (!eflregular 
representation)と呼ばれる非常にt災なものである．
B(在(G))において．｛心 IsE C} で,u成される C— 環
を c;(G) で表わ し.G の （縮約） 群 C— 環 (reduced
group C'-algcbra) としヽう ．
縮約でない1:r,C'ー 屎も構成できる．参考のために定
義を簡潔に述べると.C1(G)は'.¥I:み込みで秘が定義で
きて「(s)= J(s―')でfの対合を巫義すると．バナッ
ハ·—閑にな っ ている. C1(C)で'I'.I成される杵追的 （す
なわち最大の）c:-環をC'(G)で表し.Gの群 c拿ー 環
(ful group C:-algebra)という.c;.(G)は C*(G)の
剥余屈であることが定義よりわかる．一般にC*(G)と
c;(C)はlnl1りではないが Gが従/1(とよばれる/fであ
るときには. lijif,1! になることが知られている．実は．
C*(G)をc:-閑として数学的に則／帷することとGを1拌
として数学的に狸解することは1,;Jじであるがここで
はこれ以」．．深入 りは しない．
また縮約ltfC'-ti;tに話をJiす．ここで特別な群を考
える.Gとして2つの元で4成 される1・11lt lF2をと
る．通常の1'11I作の定義は例えば [9 ]を参考にし
てほしいがここでは.SL(2. Z)において 2つの行列
I 2 I 0 
A= (。I)、B=C ,)を含む最小の部分群が lF2で
あることを注瓜しておこう.(TF確には1;;J型というべ
きであるが./ti: としては同じものである．））ゞ雑把にい
うと叫 A,B,A―i,B―1を自illに使ってできるり切訊
全休で行列の杭で浙籾を名えたものと．思えばよい
ヒルベルト窄1[上の辿続な線）［リ．作）l索/Jは/J=/)~= 
//を満たすとき 射影作用索または射影子(projection)
と呼ばれる．フォン ・ノイマン屈は射影作川索で,,威
されることが知られているが.C'-政tでは通'i,¥"そのよ
うなことは1成り立たない例えば C[a,b]は 0と1以
外は射影rを含まない その.fll¥11の一つは C[a,blが
叩饂であって [a,b]が辿結であることである．ここ
で 0 と ］ は． それぞれ•恒｛ぶ的に 0 と 1 を値にとる定数
関数である．
そこでり1.純c-珠で0と1以外の射影fを含まない
ものがイ［在するかという問題が,,,.じる．このli!liは
1967年にフランスの有名な数学者のj.Dixmierによ っ
て提起された布名な問題であったが．その後 R.
Kadisonが c;(l邑）がそんな例になっているのではな
いかと示唆したそして R.Powersによって1975年
にまず次の定則がぷされた．
定理6.2.lF2を2つのLI=./成元をもつl'I1 /罪とする．そ
のとき c;(恥）は凩純である．さらにc;o朽）はただひ
とつのト レイス状態 Tをもつ．
このあと多くの専門家がc;o巧）にI'!明でない射影
fが存在しなことをぷそうと試みたが. 1983年に
PimsnerとVoiculcscuが K理論を使って次の定理を
I )~ して解決した．
定理6.3.lF2を2つのlj:_I成元をもつ1'111/tf:とする．そ
のとき c;.o的）には 0とl以外に射彩子はイ{イ［しない．
縮約ではない C(恥）も 0とl以外に射影[-は存在
しないことが J.Cohenによ って1979年に示された
ただしC(邑）はりt純閑ではない．
7. 最後 に
ここで述べた以外にも多くの重災な例がある例え
ば．亜群 (groupoid)がり・えられると.c-屎が構成
される． しかし位+I/Ifの楊合と辿ってハール測桜のよ
うな測度がないので構成方法は複雑である．よって
if(災であるにもかかわらず ここで述べることができ
なかった特に泣近は．エタールとよばれる亜群の
C— 塚がエルゴー ドJ叫論との関係で）Lり1光を浴びている ．
多様休 （牛かに菜1'1構造をもつ多様休）とかフ ァイバー
バン ドルからも c・ー 環が構成され．そし て c-~蚊の
k郎論を),し）IJして幾何の1:題が解決されている. 1990 
年代から．イ{f1Jグラフ （関数のグラフではない.T且点
と辺からなる,rりきのついた図形のこと）からグラフ
C—環と呼ばれる Cー屎が構成され． 盛んに研究され
ている．脱史的には．グラフ c-環の雛形は Cuntz
探01で実際ひとつのm点を始点と終.'.'.(とする 1
本のルー プからなるグラフのグラフ C— 閑である ．
2000年以降は．イ11]グラフ よりさらに一般化した位相
グラフ ． 高次）じグラフや quiver に対する C—森の研
究も発展してきている 特別なグラフのクラスに対し
ては 対応するグラフ c-塚が完全イ洛t・J代になってい
ることもわかっている．具休的に構成される C 環ーの
例で 2000年以降に注1」されている｛要なものに．
Jiang-Su閑と Cuntz-Pimsner屎がある.,lfi者は自
明でない射影 (を含まない単純C--J;!であって分類理
論で重炭な役割lを呆たし．後者はCuntz環を特殊な
場合に含む.1(1i白い‘性質をもつ閑であるがこれらを
紹介するには多くの準備が必要なのでこの解説で述
べることができなかったのが残念である．
作） ll索閑は ． 物狸学の·ー：Kイ•論の数学的枠糾みを滋識
して誕生したJf・杞史がある．誕生当初から物則のみなら
ず．群のユニタリ表現やエルゴード則論とは深く関係
していて現在も-,:いに影評を与え合っている．蔽近
，?
の離散群の研究では.C'-肉の応用が剥労である．
1970年頃から始まり1980年代に流行した.:,: 子統社カ
学における平衡状態相転移等を C'—環を使った定式
化による理論の研究も．近年また盛んになってきてい
る．批子統計力学の平衡状態と代数的柩数論がc:-閑
を媒介に結びつき．非可換幾何学の枠糾みにおいて現
在盛んに研究されているまたj,ijじ物踵で最近流行の
超弦理論にも.c:-政!がl,i5J IJされている．従来とは旅
なった方面として 2. 3年前からコンピュータ ・サ
イエンスのある分野では．散乱的 C'-J;'iとよばれる
c:-mのあるクラスを使って.J, 騒礎理論を定式化して
研究することが始っている散乱(1り C'—閑は妍者が1iJf
究しているテーマのひとつなので 1,~,人(1りにもこの方
而の発展を期待している．
ここ30年の特徴としては．作）I索閑の内在する部分
のみならず他の分野と結びついた研究が盛んに行わ
れるようになったことがあげられる作）IJ索閑は「非
叫災」と 「（非可符）無限」を特徴とするがこれら
にノルム位相より緩いいくつかの 「イ,;:+1」が絡み合っ
て「位相」が「非叫剣と 「（非可符）無限」をコン
トロールあるいは瀾教して雌論が構築されていくと こ
ろに特徴があり．「位相」が本質的といえる．この解
説ではそんな「位相」を表に出さなかったので この
辺の多罪囲気が全く i'i滅しているのが残念であるがそ
れは専門杏を見ていただくしかない．この解説を読ん
で作川索際に典味をもつ人が一人でも堺えれば箪者
の喜びである．
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Springer. 2003. xxii + 518 pp. 
この谷では団Ill理論の説明が詳しくい釘こされ．
1980年までに得られた爪災な結果が網羅されている．
[7] M. Takesaki: Theory of OJ1era/or Algebras Tl I. 
Springer. 2003. xi + 548 pp. 
この巻では非可換エルゴードJ1I¥論.'1,f11月！論のさら
なる応川とConnesによる超有限型の単純フォン ・ノ
イマン環の分類埋論が解説されている. Connesによ
る分類理論の証明は難解であったが作川索閑の分野
ではCannesに次ぐ天才といわれているデンマーク人
のU.Haagerupによ って1980年代にfil略化された乱E
明が詳しく紹介されている.C・ー森のテンソル柏の則
論における中心テーマの一つである核J¥い-.:-環の1分
な内容も解説されている．また最後の沼では．フィー
ルズ1't受汎者 V.Jonesによる部分1人I:r・J虹の指数理論
も．彼の凰論文よりも丁布に解説されている.[6]. 
[7]を読み切れば．フォン ・ノイマン環についての知
識は専門家レベルである．
以上で人l"l ~位）初級レベルと中級レベルの紹介を終
わる．これら以外にも良い人l"H1l'がいくつもあるが
紹介した本も含めてこれを読めば作Jr索環の枯礎全般
について1¥lに合うといった本はないので割愛する，
実は作）n索屎の人l"レベルの本を読むためには.I見
数解析学の一般JI!論以外にも．数学科3年次までに学
ぷ数学よりかなり多くの予1hil知識がいる．泣後にこれ
らについてfil凩に述べる．まず代数学では群論閑論．
非可換翡II・. の）1群の入l"lレベルを習熟している必要が
ある．さしあたり ．これらの知識については．入l"J-il'
をなんでもよいから読んで勉強しておればOKであ
る．ただし帰納系の帰納板限閑や））I群のテンソル梢，
将追性の概念をマスターしておく 必災がある． 完全系
列に関すること以外のホモロジ一代数は初級レベルで
は知らなくても何とかIl!に合う．作川索環は一般に~,,
可舒．無ー限次元であり．非1]籾に関する議論が必要とな
る（たとえば非可鈴個の和を考えるとか非可符の点の
収束とか）．そのため Zornの補題．超限帰納法を多
川するのでこれらが使えるようになっていることが
必要である．これらについてはどんな本でもよいが．
例えば術者 が学生のときに読んだ次の [8].[9]をあ
げておこう．これらを適当に拾い読みすればよい．
[8]山崎 1沼次郎 ：「政'lと）jl I拌J.岩波叩占.2002. vi 
+ 644 pp. 
[9]孤]<,'点小平邦彦 ：I現代数学概説 I」，釘被
叩，If.1977. X + 602pp. 
また C— 環ではノルム以外のもっと lMい位相を使う
ことが多く ．このとき第]1]・狩公理を満たさないため．
、1ば列では議論できず..,.'(の収束．近似もネットとかフィ
ルターを使って議論する．さらに作）If索閑では既約1-<
現の集合や/J孔始イデアルの集合．索イデアルの集合な
どに位相を定義して位1'1"悦IHにするが これらの位相
窄間はハウスドルフのみならずTo.T, の分離公狸す
ら，ほとんどの場合満たさないさらに辿結性につ
いてもその対極である完全非述結やもっと強い非辿
結性をもつ位相空間になってことが多い このため距
離'.!i"IIJよりむしろ抽泉的な位相空間の扱いに習熟して
いる必要がある．これらについては次の [10]をあげ
ておく ．この本は人l"f.'lレベルとしてはいろいろな
ことが，'Fかれていて便利である．
[ 10] 森 Il l 紀ー ： 「位~'I 空間論」．料液，l'J,if.1977. vi 
+ 273 pp. 
廿から作川索棗と群．特に位相群のユニタリ表現の
研究は深く関係している． また位相群を作）If索屎の研
究によく使う．このため人l"レベルでも位相群の晶礎
的な知識が必要である．特に双対,i.flH.ハールiJ!I)/文．
群1-.のフーリエ解析などが不可欠である．これらにつ
いては． とりあえず次の [11]を読めば間に合う．こ
れは箪者が和'"・のときに位相群の勉強のために最初
に読んだ本である
[11] 1:11'. 雅逍： 「位相群論概説J..,・:・ 即 1:店 1976. xi 
+ 108 pp. 
作川索J;'lは代数的，位tl的ではあるが解析の分野
に属するので抽象解析の索迷が必要である．これに
ついては [4]の箸者の・内いた次の [12]が参考になる．
[12] G. K. Pedersen: Analysis Now. Springer. 
Graduate Texts in Mathematics J 18. 1988. xiv 
+ 277 pp. 
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実際作用索環を慈識した内容になっており．ストー
ン・ワイエルシュトラスの定理． ストーン ・チェック
のコンパクト化． スペクトル解析等を含め．作川索屎
で使う関数解析学．位相空lり．ラドンiJI])文などがコン
パク トにまとめられているので 必要に1、もじて拾い読
みする とよい
[13]竹之内脩 ：「雨数/(Ji(,析」．朝介 ~1}),ii, I 976. iv + 
235 pp. 
関数解析学の一般），韓礎則論は学部3年で学ぶ内容で
は．作JI]索肉の入l"レベルでも不足である．関数解析
学の入l"J;':=で作用索閑の本を読むのに適 した本と して
[13]をあげるれ名は哨者の恩f:liであり．作J廿索屎
の ~1/l"l家でもある ． この本も兼者が学生のときに. 1立
初に読んだ関数解析学の入門曲である．非有界作川索
以外の女I識はこの本で人休間に合う．ただし面mJ!H論
では非介界線型作）l索を多用するので [2].[4]. [6] 
の箱Il理論の部分を読むなら.I剥数解析学のもう少し
レベルの高い本を読む必災がある．
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